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Etude quantique des propriCtCs du faisceau harmonique 

P Dewael 
Laboratoire d’Analyse des Contraintes, Universite Libre de Bruxelles, 87, Avenue Ad Buyl, 
I050 Brussels, Belgium 

ReGu le 20 janvier 1975, presentation definitive le 27 juin 1975 

RCumC. Nous presentons une etude des proprietes (intensite et coherence) du faisceau 
harmonique en relation avec la statistique du fondamental : les cas d’un fondamental 
coherent (laser ideal), chaotique et laser non-ideal sont envisages. Deux approximations 
d’ordre different sont considerees et leur domaine de validite etudie. O n  montre qu’un 
champ coherent n’engendre un harmonique coherent que si son nombre de photons est 
suffisamment grand, tandis qu’un fondamental chaotique donne toujours un harmonique de 
statistique diflerente. O n  montre aussi qu’un fondamental de profil spectral Lorentzien 
donne un harmonique de temps de coherence quatre fois plus petit. 

Abstract. We present a study of the harmonic wave properties (intensity and coherence) in 
connection with the statistics of the fundamental : coherent (ideal laser), chaotic and non- 
ideal laser cases are considered for the fundamental. Two approximations of different order 
are considered and their validity range is studied. We show that a coherent wave generates 
a coherent harmonic only if its photon number is great, while a chaotic one always creates 
a harmonic with different statistics. We show also that a fundamental with Lorentzian 
spectral width generates a harmonic with a coherence time four times smaller. 

1. Introduction 

Depuis sa decouverte experimentale en 1961 (Franken 1961), la generation du deuxieme 
harmonique a fait l’objet de nombreux travaux ; citons principalement pour la theorie 
classique ceux de Bloembergen (1965) et pour la theorie quantique ceux de Walls (1971) 
et de Walls et Tindle (1971, 1972). 

L’etude quantique a avant tout consiste jusqu’a present en une etude numerique du 
nombre de photons harmoniques (Walls et Tindle 1972) et de ses limitations (Crosignani 
et a1 1972) dans le cas d’un fondamental coherent ; les proprietes de coherence n’ont, 
elles, regu qu’une faible attention (Walls et Tindle 1972). 

Nous nous proposons dans cet article d’examiner de faCon plus etendue les relations 
existant entre les proprietes d’intensite et de coherence de l’harmonique et la statistique 
du fondamental (dans le cas de faible temps d’interaction). 

2. Equations de dCpart 

La generation du deuxieme harmonique est decrite par 1’Hamiltonien 

H = hoa:a, + 2 h o a ~ a z + h K ( a , a , a ~  +a:a:az) (1) 
oh o est la frequence fondamentale, a,  et u2 sont les operateurs destructeurs de photons 
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des modes fondamentaux et harmoniques, et K est le parametre de couplage. I1 en 
resulte le systeme de Heisenberg : 

Le systeme ainsi obtenu ne peut &tre resolu, analytiquement, de facon exacte. Une 
methode de resolution consiste a developper al(t)  en serie; plus le nombre de termes 
retenus dans le developpement sera grand, plus grande sera la gamme de temps d’inter- 
action ou les resultats seront valables. Nous allons considerer deux cas : (i) approxima- 
tion d’ordre 0 : seul le premier terme du developpement est retenu : et (ii) approximation 
d’ordre 4 :  les termes sont retenus jusqu’a cehi en t4. Nous discuterons ensuite le 
domaine de validite de chacune de ces approximations. 

3. Approximation d’ordre 0 

Elle revient a supposer que le fondamental ne subit, du fait de l’interaction, que des 
fluctuations negligeables. On a alors 

a, (T)  = a,, e-ioT 

si Test le temps d’interaction; a,, = a,(O) d’ou 

a,(T) = (a2,-iKTu,,al,)e-2i“T. 

Partant de I’expression de a2( T ) ,  il est alors possible d’etudier les proprietes du rayonne- 
ment harmonique en suivant la methode de Glauber et Mollow (1967). Elle consiste a 
calculer la fonction caracteristique, 

XN = T ~ ( ~ ,  ewai(T) e -  VmV)) 

( p ,  est l’operateur densite du systeme initial), dont la transformee de Fourier nous donne 
alors P,(cr, T) ,  la P representation (Glauber 1963a, b) de l’operateur densite du champ 
harmonique. Nous pouvons des lors calculer les proprietes du faisceau harmonique qui 
dependront (par p , )  de la statistique du fondamental. 

3.1. Fondumental cohkrent (laser ideal: la,)) 

L’etat initial du systeme est Icco)lO). Son operateur densite aura comme P representation 
P,(a, p) = d2(a - a,)62(p). On obtient alors 

(3) P,(cr, T )  = 62(cr+iKTai e-2ioT). 

Le rayonnement harmonique est, a la sortie du cristal, dans l’etat coherent: 
I -iKTai e-2ioT), avec comme nombre moyen de photons, 

n,(T) = P2(cc, T)lcc12 d’cc = n:,(KT)’. I 
Les proprietes de coherence du fondamental ont t te transferees a l’harmonique (et ce, a 
tout ordre de coherence). 
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3.2. Fondamental chaotique 

d’ou on tire 
1 ,- IZl /n loK7’  

(4) 

L’operateur densite du champ harmonique (et par la son etat) est donc different de celui 
du fondamental. Voyons les proprietes du champ harmonique. 

(i) Nombre de photons. n2(T) = 2nfO(KT)’. On retrouve le resultat connu suivant 
lequel, pour un fondamental chaotique, le rendement en deuxieme harmonique est 
double de celui d’un champ coherent de m&me nombre de photons (ceci etant dii au 
fait que le nombre de photons harmoniques est relie, non au carre du nombre de photons 
du fondamental, mais a sa fonction de correlation du quatrieme ordre G22(xxxx)) 
(Bloembergen et Ducuing 1964). 

(ii) Coherence. Comme nous considerons des champs monochromatiques, ils seront 
necessairement coherents au deuxieme ordre (coherence temporelle parfaite). La 
difference observee dans la P representation des champs harmonique et fondamental se 
retrouvera, par contre, au niveau de leur coherence du quatrieme ordre (caracterisee par 
les fonctions G22(x1 . . . x4)). En effet, calculons l’effet de groupement de chacun des 
champs (qui caracterise l’effet Hanbury-Brown et Twiss 1957), 

-___ 
27cn,,KT f‘2(u3 T )  = 

G22(xxxx) 
( G ’  ‘(.u.u))~ ’ 

h =  

On obtient, pour le fondamental, h, = 2 :  et pour l’harmonique, h, = 6 .  Le champ 
harmonique presentera donc un effet Hanbury-Brown et Twiss plus pousse que le 
fondamental. 

Remarque 

Comme dit plus haut, le nombre de photons harmoniques est relie a la fonction 
G 2 2 ( ~  . . . x) fondamental. Par consequent, le rendement en prenant comme fondamental 
l’harmonique Cree par un champ chaotique vaudra six fois celui dQ a un champ coherent 
de meme nombre de photons. 

3.3. Laser non-ideal 

Pour tenir compte des fluctuations de phase et d’intensite presentes dans un laser, nous 
prendrons comme representation la superposition d’un etat cohirent a diffusion de 
phase (Glauber 1964) et d’un champ chaotique. On a alors 

ou ( n )  est le nombre moyen de photons du champ chaotique, lt1012 est le nombre moyen 
de photons du champ coherent, et q(t) = JL  f(t’) dt’ avec f ( t )  fonction aleatoire 
Gaussienne. Les caracteristiques du champ laser considere sont presentees ici. 
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(i) n1o = (n)+laol2. 
(ii) Spectre d’energie l(o’) K 25/[t2 +(o’-o)2], spectre de Lorentz ou 

( f ( t ‘ ) f ( t ” ) )  = 256(t’ - t”). 

(iii) Temps de coherence A q  = 11542. 

Partant d’un tel fondamental, le calcul montre qu’a la sortie du cristal, le champ harmon- 
ique a comme P representation, 

1 exp - [/(q/KT)1/2 + iug e2i(mT+P(T)) 2 
I /<n>l (6 )  

2z(  n ) K  T I al 
P2(EX,  T )  = 

et comme proprietes : 

(i) ii2(T) = J P 2 ( a ,  T)la21 d2a = ( K T ) 2 ( 2 ( n ) 2  +(a,(4+4(a(2(n)) .  
Pour n,, donne, f i2(T)  sera d’autant plus grand que ( n )  est grand: c’est-a-dire que les 
fluctuations d’intensite sont grandes. 

(ii) 

Le spectre harmonique est centre sur la frequence 2to et son ouverture vaut quatre fois 
celle du fondamental. 

(iii) 

4. Approximation d’ordre 4 

Comme dit plus haut, elle consiste a ecrire 

d2a, d3a1 

chacune de ces derivees etant calculee a partir du systeme (2). Cette expression, placee 
dans la deuxieme equation de (2),  donne alors a,(?) et une etude analogue a celle qui 
precede peut s’effectuer. Les calculs etant longs, nous nous contenterons d’en donner 
quelques resultats. 

4.1. Fondamental coherent 

i i2(T) = n,,(KT)’ -4(n:, + ~ : , ) ( K T ) ~ .  

Effet de groupement : 

4 2  
h, z 1+-+--. 

n10 e:, 
Pour de petits n,, le champ harmonique ne sera donc pas parfaitement coherent. 

4.2. Fondamental chaotique 

ii2(T) = 2 r ~ i , ( K T ) ~  -4(6n:, +2n:,)(KT)4. 

(7) 
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L’ecart par rapport au resultat d’ordre 0 est donc rapidement beaucoup plus important 
que dans le cas coherent. 

6 1  
h, 2 6 + - + - - ,  

n, ,  n:, 

ecart par rapport au resultat d’ordre 0 pour de faible n, ,  

5. Validite des approximations considerees 

Si on trace la courbe representative de (7), on voit qu’elle atteint un maximum pour 
K T  = [3/8(n,,+ 1)]’12 et n,(T) = pour ensuite redescendre. En fait, (7) n’est plus 
valable pour de tels temps d’interaction pour lesquels une approximation d’ordre 
superieur doit &tre consideree (entrainant I’apparition de terme en ( K T ) 6 ,  ( K T ) 8 , .  . . dans 
I’expression de n,(T)). Ce que I’on peut dire c’est que (7) est valable dans la premiere 
partie de la courbe (ou les termes en ( K T ) 6 ,  ( K T 8 ) .  . . sont negligeables), c’est-a-dire celle 
qui correspond a des temps d’interaction allant de 0 a (1/2K)[3/8(nl,+ 1)]1’2 et donc a 
des rendements en harmonique ne depassant par 18% (en intensite). Ce resultat est 
appuye par le bon accord, pour ces temps d’interaction, entre les valeurs tirees de (7) et 
celles obtenues numeriquement par Walls et Tindle (1 972). 

Dans le cas de l’equation (8) relative au cas chaotique, un mCme raisonnement nous 
amene a un domaine de validite allant jusqu’a un rendement en intensite de 11 %. En 
ce qui concerne l’approximation d’ordre 0, elle sera valable, dans le cas coherent, a la 
precision 4 (par rapport a l’approximation d’ordre 4) si 

Par exemple, si on veut un resultat valable a 1 % pres, (9) donne 

ce qui correspond a un rendement maximum de 1.5 %. Dans le cas chaotique, un calcul 
identique donne en validite allant jusqu’a un rendement de 1 %. 
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